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MỞ RỘNG LỚP CÁC SỐ MERSENNE
Lều Đức Tân
Ban cơ yếu chính phủ
Mớ sầu
Năm 1640 Mersenne xét lớp các sô có dạng Mn = 'ìn -  1 và dề ra giả thuyế t rằng: 
với n < 2~ìĩ thi A/„ là nguyên tô khi và chỉ klii n =  2, 3, 5, 7, 31, 67, 127 và 257.
Guồng máy xác định nhận định trên và hơn nữa đ ể  khảo sát một lớp các số có
dạng Mn = 2n -  1 với n nguyên tố  bắ t đ ầ u  hoạt động. Các so M2, M3, Ms và M- đã
được biết là nguyên tố từ  thời Euclide. Mi3 cũng được biết t ừ  1461 nhưng không 
xác định rò tác giả. Năm 1732, Euler đ ã  chỉ ra  ẦỈ29 là hợp sô và năm  1750 chỉ ra  A/31 
là nguyên tố. Nhân đinh cùa Mersenne đứng vững hơn 200 năm cho đến  khi Lucas 
chỉ ra rằng Mfi7 là hợp sô vào năm 1876. Cho đến 1914 giả định của Mersenne mới 
được bô xung thêm. Ong đà sai trong 5 trường hợp: Thiếu M 61 ído I.M. Pervushin 
chỉ I'a 1883), A/gg M ì 0 7  (do R.E. Powers và E. Fauquenberg chỉ ra 1914). V à th ừ a  
Mẹ,-;, M257.
Trong quá tr inh  giải bài toán trên cùa Mersenne đ à  hình thành  lên một loại kiểm 
tra tinh nguyên tô cho cậc sô nguyên và được gọi là thuật toán kiêm tra  tinh  nguyên 
tô kiêu-(.v + 1) như  sau:
Giò sừ  ta b u t  đươc  khai triền N  + 1 thành tích các thừa s ố  nguyên tố  
và D là mộ t  sô  sao cho J ( D / N )  = -1 . Nếu với  m ỗ i  ước nguyên tô p cùa 
N  + 1, có một dãy Lucas Uk với  biệt thức D sao cho N  là ước cùa Un +1  
nhưng không là ước cùa UịN+D/p thỉ N ỉà nguyên tô.
Trong phát biểu trên, J ( D/ n )  là ký hiệu Jacobi, còn khái niệm dãy Lucas được 
định nghĩa ở phần  0. Kết quà tố t nhấ t vê loại th u ậ t  toán này cho bởi đ ịnh lý sau
Dịnh lý Lucas. Cho N -  R'2 k -  1 với R Lẻ < 2k và 3 không lo uớc cùa fỉ và iV. I\hi đó
N nguyên tô khi và chỉ  khi V(jv+!)/4 — & mod N .
Với kết quả trên  không những kiêm tra  tính nguyên tô cho các sô thuộc lớp các 
số Mersenne mà còn kiểm t ra  được cho mội sô lớp rộng hơn nhiều. Trong bài này 
chúng tôi sò mờ rộng hơn nừ a  tầ m  hiệu lự( ' ủa thuậ t toán kiêu N  + 1 nói trên.
Bài báo này nliằm  giẳi quyết vấn đề xây dựng cơ sờ lý thuvêt cho một thuậ t 
toán kiếm t ra  tính nguyên tố  kiểu N + 1 và lù' đó tim  kiếm nhanh cấc so ngu\ t‘11 tô 
lớu trong một lớp sô đu ợc ký liiệu là lớp L M .
Ta có th ế  xuất phát từ  định lý sau đây.
Dịnh lý Lehmer ([17]). Cho N = RF -  1, (F,K) = 1. Nếu {um} là dãy Lucas với 
J(D/N)  = —1 sao cho với mọi ước nguyên t ô  q của F t a  có Ư N + 1 — 0 mod N và 
{ U ( N + i ) / 2 - N )  =  1 ihi mọi ICỚC nguyên t ô  p  c ù n  N  đều có dạng p =  mF ±  1.
Tuy nhiên việc chỉ ra  đăv I ncas thoả màu điều kiện cuả định lý không phải dề 
dàng, do vậy kết quả khà quan n M t có tinh thực hành liên quan đên thuậ t toán 
kiêu N + 1 clii đ.it đến kết quà cùa Luca' (là nêu ờ  trên. Chúng tôi đã  tim  ra một 
kết quà (định lý 3) tương tự  nhưng yếu hơn kết luận cuả Lehmer nhưng đê bù lại 
chúng tôi đả  chỉ ra  có tinh kiến thiết (điều kiện 7) lớp sô cụ thê (lớp LM) m à trên 
đó việc viết chương trinh kiểm t r a  tính nguyên tố các số thuộc lớp đó lại hết sức 
đơn giản. Ngoài ra chúng tôi đả  chửng tỏ được việc tham  gia cuả tham  số d trong 
bước kiêm tra  tinh nguyên tô kiêu N + 1 vẫn còn có hiệu lực (định lý 4) do vậy đả 
xây dựng được th u ậ t  toán NT  mà lớp các số kiểm tra  được cuả nó lớn hơn hẳn lớp 
các số kiêm tra  được cuá t.huậl toán cuà Lucas về bậc.
Nội dung cuá báo gồm các phần sau:
Phận  0 n h ằm  giới thiệu về khái niệm dày Lucas và các kết quà liên quan đến việc
chứng minh các kêt quà ở các phần  sau.
Trong phần  1 chúng tôi chứng minh thêm  một số tinh chất khác cần cho mục 
cỉich về sau.
P h ần  2 bao gồm  các kết quả chinh để  xâv dựng một lớp sô và một thuậ t toán đa 
thức  đê kiem tra tinh nguyên tố  đối với các số thuộc lớp đó.
Trong phần  3 chúng tôi đ ư a  ra kết quả tinh toán thu  được khi thự c  hiện tim  
kiêm các nguyên tô bằng thuậ t toán xây dựng được ở  phần  trên.
0. Các khái niệm và kết quá liên quan
0.1. K ý h  iệu Legendre và ký hiệu Jacobi
Cho p nguyên tố  và a là sô nguyên tố  đối với p, khi đó số
V
r/ . , I 1, nếu có b sao cho a = b2 mod p L(aỊp) = <
[ - 1 ,  t r o n g  t r ư ơ n g  h ợ p  n g ư ợ c  lại
được gọi là ký hiệu Legenrìrc cúa a và p.
Dinh nghía 0.2. C h o  m, n n g u y ê n  với n > 3, (m, n) — 1. Nếu n — piP2 —Pr trong đ ó  Pi là 
các n g u y ên  tô  ( k h ô n g  n h ấ t  t h i ế t  k h á c  n h a u )  t a  gọi !{m/n ) -  L(m/p\)L(in/p2 )...L(m/pr) 
là ký hiệu Jac o b i  c ù a  m  v à  n.
Dinh lý 0.3 (luật binh phương tương hồ). Cho các s ố  nguyên lẻ m,n với (m ,n ) = 1, 
khi đó
Định lý 0.4. Nêu p là nguyên tô u khi đó với mọi a mà ịa,p) = 1 ta có J(a/b) = 
L(aft>) = a mod p.
Các k ế t  q u ả  t r ê n  có t h ô  t i m  t r o n g  [1],
Các kết quả trên trường zP(ựD)
Clio p n g u y ê n  tô  khi  đ ó  v à n h  ( long  (lu m o d u l o  ký hiệu  là Zp , là t r ư ờ n g  h ữ u  h ạ n  
p p h ầ n  t ừ .  N ê u  d là sô sao  cho p kl iông là ư ớc  cuả  ỉ) ta  ký hiệu
ZP(\ÍD) = {.r + y\ÍD\ x,y e Zp}
và xây  d ự n g  các  p h é p  to á n  t r ên  (ló n h ư  sau:
Nêu « 1  = xi  + y i s / D  và  « 2  = + ta  gọi t ỏ n g  Oi vả  « 2  là p h ầ n  t ử  ký  hi ệu  ai +  a2
xác đ ịn h  bởi  cô ng  t h ứ c
' c i ị + a n  =  ( j ’i 4 - x 2) ( yi  +  yn ) \ /T ) .
và tich của ữI và ứ2 là phần tù ’ kv liiêu là <71.(12 = (xi.1’ 2 + y\U2 &) + (*12/2 + X2 y \ ) \ í 0
Kêt quá 0.5. T ậ p  Zv( \ fÕ)  với các p h é p  t o á n  công  v à  n h â n  x ây  d ự n g  ỏ t r ê n  là t r ư ờ n g .  
Hơn n ữ a  n ế u  J{D/p)  =  1 thi  Zp(ựD)  =  z r còn n ê u  =  - 1  th i  Zp(\ /D)  là t r ư ờ n g
m ờ  rộng c u ả  Zp với sô p h ầ n  t ừ  là p.
Dịnh lý 0.6. ( Định lý Fermat trên Zr(\fD). \ ới a / 0  và a e Zp(\/~D) ta có
(a) ap_1 = 1 mod p khi (Dịp) = 1,
(b) ap = a* mod khi (D/p) = -1
ờ đây a* = X  -  y\ÍL) (với a = X + y\ÍD) và gọi ìà liên hợp cud a.
Các kết quà trên  có thê’ tim  trong [15] hay [17].
0.3. Dãy Lucas  
Cho phương trinh với hệ sô p, Q nguyên
\ 2 - P \  + Q = 0.
Giả sử  a và 6 là hai nghiệm của phương trinh (1) với m > 0 ta  ký hiệu
u m = ( a m - b m ) / ( a - b ) v k v m = am + bm . (2 )
Định nghía 0.7. Dãy các số ị u m}, {Vm} gọi là dãy Lucas cuả phương trinh (1) và
phương trinh  (1) gọi là phương trinh  đặc trưng  cuả dãy Lucas {Um}, {V'm} với um, 
vm xác đ ịnh ở  công thức  (2 ).
T a  t h ấ y  r ằ n g  ư 0 =  0, Ui = 1, Vo = 2, Vi = p  là  các  số n guyên .
Công thức 0.8. Với m > n > 0 ta  có
um+n = Umvn - Q num_n
Vyn+n = VmVn - Q " V m-„.
T nrờng hợp n = 1
Trường hợp m =
Trường hợp m = n + 1.
Vm+n
= P U m - Q ư m - l  
= p  Vm Qn Vjn — 1.
^ 2mn
Vnm -
- Un I l rn




im- 1Ư 2m - 1  — umvm - 1 — Q” 
Vĩ m - 1  = vmvm^ - P Q m~ x.
Tinh chất 0.9. Cho dãy Lucas {um} khi đó n í u  i là ước cuà j  thì ưị là ước  
TÍnh chắt 0.10. Với mọi M  > 0 ta có
(fi) 
cuả Uj.
U m  + 1 Vm +  l ' ' p - Q '
m
Vi ■
. U m v m  _ 1 0 Uo V O
Tinh chất 0.11. Cho {Um } ỉà dãy Lucas cuã ph ương trinh A2 -  PX + Q = 0 với biệt 
thức p 2 -  4<2 = x 2D trong đó D không có th ừa s ố  chinh phương. Khi đó 
nguyên iô p không ỉà ước cuả D.Q thì  t/p_/(ử/p) = 0 mod p.
Diều kiên Riesel 0.12. Phương trình đăc trưng X2 - P \  + l = 0 với biệt thức p 2-  
trong đ ó  J ( D / N )  = —1 và D không có thừa sô chinh phương,  có nghiêm a = 
cho
nẻu so
■4 =  x 2D  
b2/ r  sao
bb*/r)J ( r / N)  = - 1 ,  • (7)
à  đây b* là liên hợp cuẩ b được gọi là thoả mãn điều kiện Rieseỉ đối với N.
Định lý 0.13 (xem [17]) Cho .V = R2k~l -  1 với R ic R < 2k rà {vm} là dãy Lucas cuả 
phương trinh iỉioẩ mãn điều kiện Riesel đôi với A . Khi đó 2 điều kiện sau là tương  
đưưng:
(a) N  nguyên t ố
(b) V(jv+i)/4 = 0 mod N.
1. Các kết quả lý thuyết
1.1. Bô xunq về tinh chát cuả dãy Lucas 
T ừ  tinh cliất 0.11 ta  có quyền định nglìiả như  sau:
Định nghiã  1.1. Ta gọi giá trị d =  m inm>o{?/m = 0 mod p} với p nguyên tố  không là 
ước cuả D. Q là bậc cuả {u,n} đôi với p, ờ đây {um} là dãy Lucas cuả phương trinh 
đặc trưng Ằ 2 -  P Ằ  +  Q .
Ta có tinh chât sau đáy.
Tinh chất 1.2. Nếu d ỉàb  ác cun {Um} đôi với p và nếu Um = 0 mod p thì d là ước I uẩ 
m .
Chứng minh.  Giả sử
m = qd + r với 0 < r < d. (8)
Trường hợp q = '11 — 1 (tr . Î )
U m  =  £ íđ+((  (— 1 )d+r
= u tdv ít_ 1)d+r -  Q(í- 1)d+rt/d_r . (9)
T ừ  định nghià 1 ta  có p là ước cuả ựd mà d, là ước cuả td nên tlieo tinh chất 0.9 ta  
có Ud là ước, cuả Utd nên p là ưó'c cu à, Utd m ặt khác p ỉà vrớc <uả
U m  =  =  Ư t d V ( t - l ) d + r  -  Q ( t ~ l ) d + r u d - r , 
do đó ta có p là ước cuà Q(í_1^ d+rLfrf_r mà p không là ước cuả Q vây p là ước cuả 
U d - r .
Do d là bé nhấ t nên d < d -  r hay V = 0.
Trường hợp q = 2 t
Rõ ràng ta  chỉ cần xét với í > 1 và như vậy m = qd + r = 2 td + r = ụ + l)d + ( t - l ) d  + r
nên Um = U(t+\)d+(t-\)d+r theo công thức 0.8 [3] thi
U( t  +  l ) d + { t . - l ) d + r  =  U( t  +  l ) d V { t - l ) d + r  — 1 d^ + r  Ư2 d + r  ■
Lập luận như trường hợp trên ta  có Ơ2d-T — mod p. N hư vậy lại từ  công thức  0.8 
[3] ta  có
0  mod p =  u 2d-r =  Ud+d-r =  udvd-r -  Q d~ r u r 
cho nên Ur = 0 mod p mà d bé n h ấ t  và theo [8] thi r < d cho nên r — 0. Tóm  lại ta
đều có m = qd hay d là ước cuả m.
1.2. h ế t  quà chinh
Dinh lý 1.3. Cho N = ìi.2k -  \ với R lè. Cho { v ,-n} là dãy Lìicns cuà phương trinh đặc 
trưng
A2 -  P X +  1 = 0 (10)
ỉhoà màn điều kiện l ỉ i (>e/ đỏi với N. Khi dó ta có
( a )  N t u  K  n g u y ê n  t ô  Lhi l( jv+ 1 )/4 =  0 m o d  -V.
(b) Nếu  V'(A + i ) / 4  = 0 rnod N thì mọi ước ngvyên tò p cuà N  đều có dạng p = s2i - 1 ± l .
Chứng minh.  T r ư ớ c  hế t  do  hệ  sô Q c u ả  p h ư ơ n g  t r i n h  đ ặ c  t r ư n g  b ằ n g  1 n ê n  t a  
có t ích  ha i  n g h i ệ m  cuả p h ư ơ n g  t r i n h  (10) b ằ n g  1 v ậ y  n ê u  o là  n g h iệ m  c u ả  p h ứ ơ n g  
t r i n h  (10) th i  a'  c ù n g  là n g h i ệ m  v à  do đ ó  b ằ n g  l iên h ợ p  c u ả  a.
C h ứ n g  m i n h  (a)
Ị/ , _ _(.v+n/4 , _-(yv+1 )/4*'(7V + 1)/-1 — a + a
= a - ( A'+1>/4(a<-'v + 1 )/2 -f 1) m à  a = b~/r nên
= a - ( Ar+1 >/4(6A'+1 ) / r (iv- 1)/2 +  1 )
=  a - (‘N + 1)/4{ b b * ) r / r ị N - l)/2 +  1),
(lo N  n g u y ê n  t ố  t h e o  các  ( l ị n h  1Ý 0.fi t a  có bx  =  b* I i ìod N  (vớ i  6* là  l iên h ợ p  c u ả  6) 
v à  t l i e o  d i n h  ]ý 0.1 t a  có ,-('v -D/2  =  J ( r / N )  1110(1 N  v ậ y
W 1)/4 =  a-<N+l ' /4ụ>bm/ r J ( r / N )  + l)
t ừ  đ i ề u  kiện  Ricsel  ta  có bb' / rr(N~l ]/ 2 =  - 1  nện bb*/ rAN ~ 1)t2 +  1 = 0  h a y  V(N + X)ị A =  
0 m o d  N .
Chứng minh (b)
T ừ  V(Jv + 1 )/4 =  0 m o d  N  t h e o  lập  lu ậ n  t r ên  t a  có
bb' / rr [ N ~ 1 ) l ‘1 — - 1  m o d  N.  (11)
M ă t  k h á c  t h e o  công  t h ứ c  0.8 [5] t a  có
Ư(S+\)I’Ì =  f'r(Jv+i)/4^ov + i)/4 — 0 m o d  N  (12)
T h e o  đ ị n h  nghiã  c u à  d ã y  L ucas  t a  có
ư (N + 1)/4 = + +
L ập  lu ậ n  I ihư p h ầ n  t r ên  thi
ư { N + l ) / 4  = a - ^ + ^ b r / r ^ - V V - i y ị a - a - 1) = ( ¿ N+1V 4 - a - ^ + ^ ^ / ị a - a - ' )  m o d  N,
t ừ  N  lẻ nên  (—2, N)  =  1 còn aiN + ìì ‘4 v à  a - a -1 là các  p h ầ n  tủ'  có n g ư ợ c  t r o n g  Z n ( V D )
nên t a  có
U(N+1)/4 ^  0 modulo N. (13)
Nếu p là ư ớ c  n g u y ê n  t ố  cuả  N  th i  t ừ  các  hệ  r l iứ c  (12) v à  (13) t a  có
Vụ\+i ) / 2  = 0 m o d  9 (14)
U(N+1 )/4 ^  0 m o d u l o  p. (15)
N h ư  v ậ y  n ế u  d là b ậ c  C-Uẳ u m đô i  với  p t ừ  (14) v à  (N  +  l ) /4  =  R2k~2 v ậy  2k~l là 
ư ớc  cu ả  d. Lại  t h e o  đ ị n h  lý 0.11 t a  có ơp_£(ữ /p) =  0 m o d  p t h e o  t i n h  c h â t  2 th i  d là 
ước c u ả  p -  L(DỊp)  do  đ ó  2k~ l c ũ n g  là ư ớ c  c u ả  p -  L ( D / P )  v à  t a  có n g a y
p = s2k~ l + L(D/p)  =  s2k - 1 ±  1.
1.3. Các th.ừa sỏ dạng M' 2 k ±  1
Đinh  lý 1.3 clả cho c h ú n g  t a  n h i ề u  h ơ n  m ô t  đ i ề u  kiên c ầ n  cho m ô t  số l à  n g u v õ n  
tố.  Đê’ đ ạ t  đ ư ợ c  t h u ậ t  t o á n  c ầ n  t h i ế t  c h ú n g  t a  c h ứ n g  m i n h  đ ị n h  lý sau  đ â y
Định lý 1.4. Cho N  = Aq2 + Bq -  1 vói q chăn. 0 < B < q, A  > 1. Khi đó các điều kiện
sau là tương dương:
(a)
N  — (xq + l)(yq — l ) vớ i  X ,  y >  1 (16)
(b) tôn tại d thoắ mãm dị < d < dọ với di = (- B  -  A + 1 )diìịq -  1) còn do — 0 nếu  
A - B - l  < 0 và bằng ( A - B - ì ) d i v ị q +  1) nếu A - B - l  > 0 [17] sao cho (B + dq) 2 + A(A-d)  
chinh phương [18].
C h ứ n g  mi n h ,  (a )  ==> (b) .  T ì r  N  =  (xq + 1 )(uq -  1) =  xyq2 + (y -  x)q -  1 t a  có ß  =
(y — x ) m o d  q và  A  =  xy  + (y -  *)div  q. Đ ặ t  d = (y — r ) d iv  q t a  có y -  X = B  +  dq và
yx =  A — d. V â y
(Ö +  dq) 2 + 4(A -  d) = (y + x ) 2,
t ứ c  (18) đ ư ợ c  t h o ả  m ã n .
T r ư ờ n g  h ợ p  d > 0 th i  B  +  dq > 0 vậy
1 <  m i n  {x,y) = 0.5( Ự( B  +  dq)2 +  ị ( A  -  d) -  (B + dq))
t a  có
(B + dq) 2 + A ( A - d )  > (B + dq + 2)2
■ A ( A - d )  = 4{B + dq) + 4
A - B - í  < t/(g +  l ) h a y
d < (.4 — B — 1 )div(g +  1)
Trường hựp d < 0 thi B  +  dq < 0 vậy
1 < m in  ị x , y)  = 0.5( Ự( B  +  Ã/)2 + -1(A -  d) +  (B + dq))
ta có
( B +  dq)2 + 4 ( A - c l )  > (-2 -  (B + clq) ) 2 
4{ A - d . )  = 4 - 4 ( B  + dq) 
d(q -  1) < - A  -  B + 1 hay
d < (—.4 — B  4- l)div(g +  1).
Kêt hợp nai trường hơp trên ta  có (17) được thoả mãn.
(^ )  = ^ > ( a )- T ừ  d t l ioà m ã n  (18) (B + dqÝ + A(A — d) =  c 2 khôiiũ g i à m  t ô n g  q u á t  
g iả  s ử  c  > o / t a  đ ặ t  X =  0 . 5 ( C -  ( B -+ dq)) v à  y =  0.5(C + (B + dq)) khi  đ ó  rõ r à n g  t« ó 
T, y > 0 và
(j;? +  l ) ( y r f -  1 ) =  xyq2 4- (y -  x)q -  1
= =  0.25(C2 -  (B + d q f ) q 2 + 0.5(2 (B + dq))q -  1 
= 0.25(-l(,4 -  d))q2 + Bq + dq2 -  1 .
= Aq2 + Bq -  1 
=  N.
M ặ t  k h ác  l ừ  d i ề u  kiện (17)
( — B — A + l)div (q -  1 ) < d < (.4 — B -  l)div (q +  1 )' 
ta  có nếu d < 0 thi y < X và
y = mìn( i - , y)  = = 0.5(Ự( B + (Iq)2 + 4(A -  d) + (B + dq))
mà
d > ị - A -  B + l)div (q — 1) 
d(q -  1) > —A +  5  + 1 
4 ( A - d )  > 4  - 4 ( B  + dq)
(B + dq)2 + (A -  d) > (2 ~ ( B  + d q ) f  
\ / { B  + dq)2 +  A(A -  d) +  (B  +  dq) > 2,
do đó x,y > 1. Trường hợp d > 0 ta  củng có lập luận tương t ự  và như  vậy định lý 
đ ả  được chứng minh.
Đền đây  ta củng rú t ra  một kết quả cuói cùng như  sau:
Dịnh lý 1.5. Cho
(i) N  =  A22k +  B2k — 1, vớik  > 2, 21Ị ỡ  ỉ?ò 0 < B < 2k .
(ii) {Ku} là (ìây Lucas cuẵ phương trinh ỵí ~PX + 1 = 0 thoá mãn điều kiện Rieseỉ 
đối vói  N.
Khi đó các điêu kiện sau là tương đươnq:
( a )  N  n g u y ê n  t ô .
(b) N ịhoà mãn các điêu kiên sau:
(*) V(A'+i)/4 = 0 mod N
(**)  N ế u  A  > 0 t hỉ  vớ i  m ọ i  d thoẩ mã n  dỵ < d. < d2 vớ i  dị = ( - B - A  + \ ) d i v  ( 2 -  1) còn  
d2 — 0 n ế u  A - B - l  < 0  và bằng ( A - B - l ) d i v  ( 2 -H1) n ế u  n g ư ợ c  lại  Ihỉ  ( B + d q ) 2 + 4 ( A - d )  
không  ch í nh  p h ư ơ n g .
Chứng minh,  (a) = >  (b).
Nếu N nguyên tố từ  định lý 3 ta có (*) thoà mân, giả sử(** i không tlioầ mãn 
thi từ  đ ịnh lý 4 thi N phài là hợp số. Diều \ ’ô lý trêu  dẫn  đến (**) phải được ihoả 
mân.
(b) = >  (a). T ừ  giả thiết điều kiện Riesel thoả mãn cùng với các điều kiện (*)
nên giả th iết cuà định lý 3 được thoà mãn nên ta  có mọi u'ớc nguyên tô cuả N và
do đ ó  mọi ước cuả N  đều có dạng s'2k +  1. Nliư vậy nếu iV là hợp sô thi N  = u v  với 
u  =  s2k ±  1, V = s '‘2k -  (±)1 với s, ề' > ì, lại theo định lý 4 ta  có d thoả mãn di < d, < d2 
sao cho (B + d2k) +  4(A -  d) chinh phương, điều này mâu thuẫn  với điều kiện (*) và 
do đó định lý đà được chứng minh.
Thuật toán kiếm tra tính nguyên tô kiểu N  + 1
2.1. Thuật ioán.
Định ]v 1.5 trên là cơ sờ thuậ t toán sau.
Thuật toán NT.  Đê’ kiểm tra tính nguyên tố  cuả số N ta  tiến liành qua các bước
sau:
Bước 1: Biêu diễn N  = A'22h + B2k -  1 , với '¿IIB, 0 < B < 2k .
Bước 2: Tim phương trinh trong điều kiện (ii) cuà định lý 5.
Bước 3: Kiếm tra  (liều kiện V(yv+1 )/4 = Omod N.
(*) Nếu sai kết luận N  là hợp số, dùng chương trinh 
(*) Ngươc lại kiếm tra  điều kiện .4 = 0.
+  Nếu đúng kết luận N là nguyên tố, dùng chương trinh.
+  Ngược lại sang bước 4.
Bước 4: Lần lượt kiếm tra  tinh chinh phương cuả S(d.) = (tì' + d2 k -  l )2 + 4(A' - ẩ )  
với d lần lượt từ  dy đến d.2 với di,(Ỉ2 như trong định lý 1.5.
* Nêu đúng với một d nào đó thi kết luận N  là hợp số, dùng chương trinh.
* Ngược lại kết luận N  là nguyên tố, dùng chutrng trinh.
nNhận xét: v ề  nguyên tắc thi thuậ t  toán nêu ở  t iên  có th ể  kiểm t r a  tính ngnvrn 
tố  cho một số lẻ m à với nó tổn  tại phương trinh thoà mãn Riesel. Chúng tôi sẽ chỉ 
ra các lớp số m à với chúng việc tim  pW ơng trinh thoả mãn điều kiện này có thế  
băng cách t ra  bảng (điều kiện ) tuy nhiên tính đa thức cuả nó vẫn không đ a t  đirơc 
do bước 4. ơ  đây chúng tôi sè đư a  ra một lcýp sô cụ thể  mà trên  đó thuậ t toán NT 
dùng kiêm tra  tinh nguyên tố  các sô thuộc lớp đổ sè đạ t  tính đa thức.
2.2. Việc hạn chế lớp sô
Đê th u ậ t  toán NT có th ế  thực  hiện trong thời gian đ a  thức ta  lmộc phải hạn chê 
đôi tưựng đ ầu  vào, việc hau chế cụ th ế  được trinh bày sau đâv.
Đôi với khó khăn gây ra bởi bước 2 ta  chi xét lớ]) các ‘■¡ố m à với chúng viêc tim 
phirơng trinh đặc trưng  thoá mãn điều kiện Riesel có th ế  thấy  ngay. Sau dây sè 
đưa  ra  vài lớp sô m à với chúng tôi cần thông qua một kiểm tra  (lơn giàn ta có I lie 
tim  được phương trinh  thoá màn điều kiện Kiesel bằng cách tra  bảng.
Diêu kiện (*). Cho N  có ,J(D/N) = - l .  Khi đó phương trinh đặc trưng  A2-  p \  + 1 = 0 
thoà  mãn điều kiện Riesel có th ế  tim  được qua bảng sau
Bàng 2: Hệ số và nghiệm cuà phương trình tlioả mãn điều kiện Riesel
D 4 nghiệm phương trình b 1'
3 1 2 +  73 1 -f ự ĩ 2
5 3 - 0.5 (3 +  ự5) 1 +  \/5 4
11 22 10 +  3-/ĨT •'ỉ +  V Ũ 9
13 11 11 +  3^13 3 +  \/Ĩ3 4
17 66 33 +  8 x/Ĩ7 4 + 1
19 340 170 +  39/19 13 +  3 / Ĩ 9 2
29 27 0.5(27 +  ỰĨ9) õ +  V29 4
T a t  Iihiên ta  có thê làm tăng số lượng cuà bảng trên bằng cách dò tim  nhưng ớ 
đây cũng nảy sinh vấn  đề mà bài báo này cliu'a giải quyết được đó là:
Liệu có hay không phương trinh thoẩ màn điều kiên R i tsc l  đối với sô V cho
trước?
Tuy nhiên, ta  có thê ta  có thê suy ra  được kết quả sau:
Định nghi ã 2.1.  L M  =  {Ar lẻ: tồn tại a G [3; 5; 11; 13; 17; 19; 29] sao cho J ( a / N )  =  -1  và
R < c 'k2 với N = R2h -  1}.
T ừ  đố ta  có:
Đinh lý 2.2. Thuảt toán N T  ỉà t-hvỀl toán kiêm tra nhanh tinh nguyên tô các s ố  lớp 
LM.
Phần 3. Dánh giá về thuật toáu NT.'ó và lớp sô LM.
Hoàn toàn tương tự  như  ở mue 3 chương trước ta  cũng thu  được các kết luận 
sau:
3.1. Đánh giá v é  lứp ki t III tra được
Theo định lý Lucas ta  tliấy rằng lớp kiếm t r a  được cuả thuậ t  toán N T  là rộng 
hơn râ t  nhiều. Nêu như  trong định lý Lucas yêu cầu  đối với N  phải là < 2 2k th i ò  
thuậ t toán 6 , N th ậm  chi có thê > 23k với N  =  R2k -  1, R lè. Đây là bước tiến khá
lớn về m ặt phát huy khả năng cuả các thuậ t toán kiêu N  + 1. Sau đây  ta  sẽ phân
tích cụ thê một lớp con cuầ lớp các sô kiêm tra  được cuả th u ậ t  toán NT.
Ký hiệu:
M s  =  {;V = 12m -5 |m  lè}
và
Ms{k) = {N = R2k -  1| Âlè Ẩ: > 2và (-1 f  R = - lm o d  3}
ta  clề dàng nhận được các kết quả sau:
Kết quá 3.1. {M3 (k)},k > 2 là phân hoach cuả M3.
Kết quà 3.2. Hai phần  tử  kề nhau trong M3 {k) cách nhau là Ị>.2 k.
Ký hiệu LM3 = {N e LM\ ./(3/7V) = -1}, ta có kết quả sau:
Kết quà 3.3. Cho trước số X > 0 khi đó số các sô N thuộc lớp LM3 không quá x(N  < x) 
là 0 (x2/3).
3.2. Thời gian ìinh cuẩ thuật toán NT
Người ta đà chỉ ra rằng thời gian tính cuâ th ủ  tục tìm  số Lucas th ứ  M là 0 (m 5) 
và xác định tinh chinh phương cuả sô M có thơi gian tinh là Oịm3) với m = logM. 
Trong th u ậ t  toán N T  ta  chỉ cần một lần tim  số Lucas th ứ  ( N  + l ) /4  v à  dối với 
N e LM thi ta  cần không quá c  lần xác định tinh chinh phương cuả S{d). Do vậy 
ta. có
Định lý 3.4. T h u ậ t  t oán  N T  ìhiực hi ện t rên lớp LM có t h ờ i  g ia n  tín h  là 0(n) ,  ở đây  
TI = ỉ o g N , vớ i  N  là đ ầ u  vào.
3.3. Kết  quả thực hành
Chúng tôi đ ả  th ể  hiện thuậ t toán trên  trong một bộ chương trinh  viết bằng ngôn 
ngừ TUBO-PASCAL, các kết quả thu được khi chạy chương trinh  như  sau:
+  Đâ lim  trong 95 lớp các số LMị ik) ,  k=¡ :ỉ...9G và thấy  rằng
* Luân tồn  tại số nguyên tô tron£ các lớp đó.
* Có 21 lớp ngay số th ứ  nhấ t là nguyên tô.
* Có 55 lớp có số nguyên tố  trong 9 số đ ầu  cuả lớp
* Và lớp (•<> số nguyên tố đ ầu  tiôn xa nhất là lớp LVf3(51), nó là sô t h ử  70 cuả lớp.
Bảng 3. Sô thú' tự  cuà sô nguyên tô đ ầ u  tiên cuà các lớp L M 3(k)
với k từ  3 cho đến 95.
k t k t k t k t k t k t
3 1 19 1 35 5 51 70 67 8 83 16
4 1 20 3 36 3 52 11 68 30 84 15
5 1 21 2 37 6 53 32 69 10 85 31
6 3 22 11 38 2 54 1 70 8 86 51
7 11 •23 3 39 5 55 9 71 13 87 33
8 1 24 14 40 18 56 54 72 1 8« 24
9 2 25 11 41. 4 57 10 73 16 8 ') 1
10 1 •26 2 42 9 58 13 74 19 90 18
11 5 27 21 43 14 59 20 75 5 91 21
12 1 28 11 44 6 60 3 76 5 92 40
13 1 29 2 45 9 (il 1 77 10 93 49
14 1 30 7 46 -1 62 9 78 8 94 11
15 9 31 1 47 6 63 11 79 13 95 9
16 3 32 1 48 1 64 13 80 19
17 1 33 6 49 4 65 1‘2 81 9
18 1 34 ‘21 50 2 66 16 82 24
+  Đã kiếm tra  817 số ngầu nhiên > 100 chừ số th ập  phân trong lớp L M 3 và thu 
đ ược
* 10 số nguyên tố.
* Trong đó có 131 họp số được phát hiện bời việc kiểm tra  V(;v+i)/4 =  OmodiV.
* Không có hợp số nào bị phát hiện bời lọc chính phương.
+  Đã kiếm tra  306 m ầu số ngẫu nhiên có đúng 151 chừ số thập  phân trong lớp 
L M  và thu được
Z SO nguyen to.
* trong đó có 33 hợp số 'được phát hiện bời việc kiểm tra  V(jv+i)/4 — 0mod./v.
* không có hợp số nào thoả  mãn V(jv+i)/4 — OmoclTV nhưng bị phát hiện bởi lọc 
chinh phương.
+  Đã kiểm t r a  783 số ngẫu nhiên có 3f)0 chữ sô thập  phân trong lớp LM và thu  
được
* 2 sô n g u y ê n  tố.
* trong đó có 83 hợp số được phát hiện bởi việc kiểm t r a  V(jv+ij/4 = mod./V.
* k h ô n g  có h ợ p  số  n à o  t h o ả  m ã n  V(jv+i) / 4 — OmodTV n h ư n g  bị p h á t  h i ệ n  b ờ i  lọc 
c h ín h  p h ư ơ n g .
Kết luận
Mặc dù các kết quả thu  được về th u ậ t  toán  kiểu N  + 1 cũng như  các số kiếm tra  
được (lớp L M ) cuả chúng tôi đ ư a  ra  trong bài báo này vẫn còn bị hạn chế r ấ t  nhiều 
nhưng dù sao với các kết quả thu được từ  thực hành chúng ta  hy vọng những  kết 
quả trên  sẽ cung cấp cho chúng ta  một khả năng tạo lập nhanh kho số nguyên tố 
lớn.
Lời cám ơn. Các kết quả trên đà  được trinh bày tại các xê mi na cuả Viện toán học 
và cuả bộ môn Toán học Viện kỳ thuậ t  quân sự. Tác già xin chân thành  cảm ơn 
các thành  viên th am  gia về những ý kiến nhận xét quý báu  giúp cho tác giả hoàn 
thiện các kết quả đạ t  được.
Tài liệu tham khaô
1. Allencv L.B.J.T. and Redfern E.J., Introduction to Number Theory with Comput­
ing, Hodder and Shoughton, 1989.
2. Bach E., Bounds fo r  Primali ty Testing and related Problems,  M ath. Comp. 55. 
1990, 11. 191.
3. Pomerance c . ,  Cryptology and Computational Number Theory, Proc. Symp.' 
Appl. M ath. 42, 1990.
4. Erdos P. and Pomerance c . ,  On the number o f  False Witnesses fo r  a Composite  
Numbir,  M ath. Comp. 46, 1986.
5. Guy R.K., Lacampagne C.B. and Selfridge J.L., Primes  at Glance, M ath. Comp. 
48, 1987, 177.
6 . Goldwasser s. and Kilian J., Almost  all primes can be quickly certified, Laboratory 
for C om puter Science Massachusetts Ins titu te  of Technology, 1986.
7. Ireland K. and Rosen M., A classical introduction to Morden number theory, 
Springer, 1982.
8 . Su Hee Kim and Pomerance c . ,  The probability that a random probable prime is 
composite, M ath. Comp. 53, 1989, 188.
9. Kranakis E., Primali iy and Cryptography, John Wiley and Sons, 1986.
10. K urtz  G.C., Shanks D. and Williams H.C., Fast primali ty test fo r  numbers less 
than 50.109, M ath. Comp., 46 19S 5, 179.
11. Lidl R. and Niederreiter H. , F i n ‘te fields, Addison-Wesley, 1983.
• 12. Parady  B.K., Sm ith J .F . and Zarantonello S., Largest know twin primes,  M ath. 
Comp. 5 5 , 1990, 191.
13. Pomerance C., Very Short primali ty proof, M ath. Comp. 48 , 1987, 177.
14. P intz  J .,  W illiams L.S. and Szemeredi E., Infinite Sets of  Primes with fas t  pri­
mality tests and quick generation o f  large primes,  M ath. Comp. 53 , 1989, 157.
15. P ra tcha r  K., Verteilung der Prizahlen,  Springer, 1957. T
16. Ribenboim P., The little book of  big primes,  1991.
17. Riesel H., Prime number and computer methods fo r  factorization, Progress in 
M ath. 5 7 , 1985.
18. Salomaa A., Public-key cryptography,  EATCS, 1990.
19. Williams H.C., Primali ty  testing on a computer,  Ars Combin, 5 , 1978.
20. Williams H.C. and  Zarnke C.R., Some prime numbers o f  the forms  2,43" + 1 and  
2,43" -  1, M ath. Comp. 26, 1972, 120.
Abstract
Extension of class of Mersenn’s numbers
In this paper we investigate a class o f  nature numbers denoted by L M  which prop­
erly includes the class o f  Mersenn ones. For this class, we propose an algorithm- 
f o r  testing primality.  The algorithm works in polynomial time according to input  
belonging to L M .
The problem that whether or not L M  contains inf initely-many primes, even under  
the generalized Riemann  hypothesis is open one.
